1 Lebesguetiv integral a zidklady teorie miry

1.1 Lebesguetiv integral

Definice 1 (intervaly v R?). Intervalem v R? nazveme mnoZinu tvaru
(a1,b1] X (ag,ba] X -+ X (aq, bal,

uzavrenym intervalem v R? nazveme mnozinu tvaru
[a1,b1] X [ag,ba] X -+ X [ag, bd],

otevirenym intervalem v R? nazveme mnozinu tvaru
(a1,b1) X (ag,b3) X -+ X (aq,bq).

Objem intervalu I (piipadné uzavieného, ¢ otevieného intervalu) definujeme

jako
d

Volg(I) = (by — al) - (by — ag) -+~ (ba — aa) = [ [ (bn — an).

n=1

Definice 2 (déleni intervalu v RY). Délenim intervalu I C RY nazveme
libovolngj konecnyj systém po dvou disjunktnich intrvaldi I, ..., I, C R, Ze

I= CJ I,.
k=1

Definice 3 (nulovd mnozina v R?). MnoZinu A C R? nazveme nulovou, pokud
pro kazdé ¢ > 0 existuji intervaly I, C R?, n € N, Ze

IC [j I, a iVold(In) <e.
n=1 n=1

Poznamky a priklady. 1. KaZda konecénd, ¢i obecnéji spocetnd, mnoZina
je nulovd. MnoZina {a} x R C R? je rovné? nulovd. Neprdzdnd oteviend
mnozina nani nikdy nulovd.

2. Euwistuji i nespocetné nulové podmnoZiny R - Cantorova mmnoZina.
3. Spocetné sjednocent nulovijch mnozin je nulovd mnoZina.
4. (pro zajimavost) Pro omezenou funkei f : [a,b] — R plati

f € R([a,b]) < mnozina bodi nespojitosti f je nulovd.

5. (dulezita) U mnoha vztahi funkci (napiiklad f = g, nebo f < g) bu-
deme Fikad, Ze plati skoro vsude pokud existuje mnozina miry 0, Ze dand
vlastnost plati v§ude mimo tuto mnoZinu. Naptiklad piedchozi pozndmku
bychom mohli zformulovat jako

f €R([a,b]) < [ je spojitd skoro viude.



Definice 4 (schodovité funkce a jejich integral). Funkci f : RY — R na-
zveme schodovitou, pokud exsituje interval I C R?, jeho déleni I,,...,I, a

c1,...,¢cp ER, Ze
n
f= ZCkXAk-
k=1

Prostor vsech schodovityjch funkci na R? budeme znacit Hy. Pro f € Hy definu-

jeme jeji integrdl jako
/f = ch VOld(Ak).
k=1



