
1 Lebesgue·v integrál a základy teorie míry

1.1 Lebesgue·v integrál

De�nice 1 (intervaly v Rd). Intervalem v Rd nazveme mnoºinu tvaru

(a1, b1]× (a2, b2]× · · · × (ad, bd],

uzav°eným intervalem v Rd nazveme mnoºinu tvaru

[a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [ad, bd],

otev°eným intervalem v Rd nazveme mnoºinu tvaru

(a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (ad, bd).

Objem intervalu I (p°ípadn¥ uzav°eného, £i otev°eného intervalu) de�nujeme
jako

Vold(I) = (b1 − a1) · (b2 − a2) · · · (bd − ad) =
d∏

n=1

(bn − an).

De�nice 2 (d¥lení intervalu v Rd). D¥lením intervalu I ⊂ Rd nazveme
libovolný kone£ný systém po dvou disjunktních intrval· I1, . . . , In ⊂ Rd, ºe

I =

n⋃
k=1

Ik.

De�nice 3 (nulová mnoºina v Rd). Mnoºinu A ⊂ Rd nazveme nulovou, pokud
pro kaºdé ε > 0 existují intervaly In ⊂ Rd, n ∈ N, ºe

I ⊆
∞⋃

n=1

In a

∞∑
n=1

Vold(In) < ε.

Poznámky a p°íklady. 1. Kaºdá kone£ná, £i obecn¥ji spo£etná, mnoºina
je nulová. Mnoºina {a} × R ⊂ R2 je rovn¥º nulová. Neprázdná otev°ená
mnoºina naní nikdy nulová.

2. Existují i nespo£etné nulové podmnoºiny R - Cantorova mnoºina.

3. Spo£etné sjednocení nulových mnoºin je nulová mnoºina.

4. (pro zajímavost) Pro omezenou funkci f : [a, b]→ R platí

f ∈ R([a, b]) ⇐⇒ mnoºina bod· nespojitosti f je nulová.

5. (dúleºitá) U mnoha vztah· funkcí (nap°íklad f = g, nebo f < g) bu-
deme °íkad, ºe platí skoro v²ude pokud existuje mnoºina míry 0, ºe daná
vlastnost platí v²ude mimo tuto mnoºinu. Nap°íklad p°edchozí poznámku
bychom mohli zformulovat jako

f ∈ R([a, b]) ⇐⇒ f je spojitá skoro v²ude.

1



De�nice 4 (schodovité funkce a jejich integrál). Funkci f : Rd → R na-
zveme schodovitou, pokud exsituje interval I ⊂ Rd, jeho d¥lení I1, . . . , In a
c1, . . . , cn ∈ R, ºe

f =

n∑
k=1

ckχAk
.

Prostor v²ech schodovitých funkcí na Rd budeme zna£it Hd. Pro f ∈ Hd de�nu-
jeme její integrál jako ∫

f =

n∑
k=1

ck Vold(Ak).

2


